și m problema cu bile treisprezece și m problema cu bile treisprezece BIBLIOTECA G V mate * shn'; esk; iya KSniEhJ Editura principală a Asociației „Vishcha Shkola” Kiev - I UDC Problema celor treisprezece mingi I g l despre m I M Asociația de edituri „Vishcha Shkola”, , p Cartea prezintă o serie de întrebări de geometrie combinatorie într-o formă științifică populară Se ia în considerare problema celor treisprezece bile, care a interesat și pentru I Kepler și I Newton, precum și multe rezultate importante ale geometriei combinatorii obținute în ultimii ani Sunt discutate și probleme care nu au fost rezolvate până acum și care pot fi de interes pentru tinerii matematicieni Conceput pentru elevii școlilor de fizică și matematică Cartea poate fi folosită de profesorii de matematică și elevii de liceu Il Bibliografie Colegiul editorial: Membru corespondent Academia de Științe a RSS Ucrainene A V Skorokhod (editor executiv), prof L A Kaluznin, prof N I Kovantsov, conf univ V I Koba, Conf univ N Ya Lyashenko, conf univ Yu M Ryzhov, conf univ M I Yadren-ko (editor executiv adjunct), Ph D ped Științe L V Kovantsova Colegiul editorial al literaturii în matematică și fizică editat de A S Makukh - YaM ( )- " "DIN Asociația Editurii -Școala Vișcha”, CUVÂNT ÎNAINTE Modificările profunde ale matematicii caracteristice timpului nostru, asociate parțial cu apariția calculatoarelor electronice digitale și cu crearea acelei direcții a gândirii matematice, care este desemnată prin termenul colectiv de „cibernetică”, au găsit un fel de reflectare și într-un asemenea zonă aparent bine stabilită a științei matematice ca știință elementară geometrie Rolul „geometriei elementare a secolului al XX-lea” începe să revendice doar geometria combinatorie recent creată, care studiază problemele geometrice extreme (adică problemele pentru maxim și minim) asociate cu găsirea „cel mai bun” (sau, în orice caz, „destul de bun”) aranjamente ale unui număr finit de puncte sau cifre Este firesc să asociem interesul pentru geometria combinatorie cu un interes general pentru problemele maxime și minime generate de un număr mare de probleme pur aplicate în care se caută modurile optime de funcționare ale mecanismelor individuale sau ale sistemelor mari Această carte este dedicată geometriei combinatorii, ea vorbește despre o problemă simplă în ceea ce privește formularea, ale cărei origini sunt marile nume ale lui Johannes Kepler ( - ) și Isaac Newton ( - ) Povestea noastră despre „problema celor bile” nu se pretinde a fi completă) Rolul principal în ea este jucat de probleme care sunt legate tematic una de cealaltă, dar destul de independente din punct de vedere matematic, ceea ce permite cititorului să omite pur și simplu pe cele care i se par dificile sau care nu sunt suficient de interesate pentru el As dori sa fiu atent - cititorilor o serie de probleme formulate până acum nerezolvate, dintre care unele ar putea deveni o rampă de lansare pentru munca independentă în domeniul geometriei combinatorii Feedback și dorințe despre conținutul cărții, vă rugăm să trimiteți la adresa: , Kiev, , Gogolevskaya, , Editura șef a asociației de editură „Vishcha Shkola”, redacția literaturii de matematică și fizică Autor CAPITOLUL I PROBLEME DESPRE CERCHI ŞI MINGI § PROBLEMA NEWTON-GREGORY Să începem cu următoarea problemă: Problema Care este cel mai mare număr de cercuri de pe plan care pot fi atașate cercului Kp egal cu ele astfel încât să nu se intersecteze două dintre ele (dar toate ating limita cercului Kp fără a-l traversa)? Decizie Dacă cercul Крі este aplicat cercului Кр egal} cu acesta, atunci este vizibil din centrul O al cercului Кр la un unghi a trebuie să corespundă bilelor care nu se suprapun Wj, IU , W , atașate la mingea W, deci este clar că există mai mult de bile (materiale) egale la mingea W la această minge nu poate fi aplicată Câte bile de material, egale cu bila III, i se pot aplica? Este ușor să ne dăm seama că la III pot fi atașate bile egale Într-adevăr, lăsați mingea III să stea pe un plan orizontal; aplicația apăsăm G bile egale cu acesta (Fig ) În același timp, se formează șase crestături deasupra și dedesubtul mingii III Să punem acum în trei neadiacente celor șase adâncituri superioare bile egale cu mingea Ш, astfel încât fiecare dintre ele să atingă cele trei bile inferioare, inclusiv mingea Ш (Fig , a) Dacă, mai departe, mai punem bile sub / / într-un mod similar, atunci Ш va fi înconjurat de bile egale cu acesta, fiecare dintre ele atinge Ш\, în timp ce bile sub LU pot fi aplicate chiar și în două moduri diferite : în adâncituri situate exact sub adânciturile ocupate de bilele superioare (Fig , b), sau în alte trei adâncituri (Fig , c) Un aranjament similar de treisprezece bile egale a fost descris pentru prima dată în de unul dintre fondatorii astronomiei și matematicii moderne, faimosul Johannes Kepler; totuși, bile identice erau practic pliate în acest fel (formând o „piramidă” a acestora), probabil chiar mai devreme de atunci, deși biliard sau bile de crochet (ca să nu mai vorbim de rulmenți!) în acei ani, desigur, încă nu existau, iar chiar și ghiulele rotunde erau atunci o noutate Astfel, dacă notăm cel mai mare număr posibil de bile de material care pot fi aplicate Orez patru la bila Ш, egală cu ei, prin k sau K (valoarea indicelui și alegerea arbitrară a literelor k sau K vor deveni clare din cele ce urmează), apoi paisprezece Ce se mai poate spune despre acest număr? Rețineți, în primul rând, că numărul k nu poate fi egal cu ! Dovada această afirmație este plasată în paragraful următor Deci, se poate argumenta că Dar pe care dintre aceste două valori are de fapt numărul /r ? Întrebarea pusă nu este simplă În , chiar și o controversă destul de vie a izbucnit pe această temă: celebrul naturalist al acestuia LA •Timpul David Gregory a susținut că ІЗ bile de material egale cu ea pot fi atașate unei mingi, iar ingeniosul Isaac Newton - că este imposibil, dar pentru a-și demonstra cazul, adică niciunul dintre ei nu a reușit să determine cu exactitate numărul k Primul care a reușit să rezolve această problemă și anume să demonstreze conjectura lui Newton, afirmând că /r = ( ) a fost geometrul german Rudolf Goppe; acest lucru este relatat într-un articol al compatriotului său K Bender, publicat în , adică la de ani după discuția Newton-Gregory Un an mai târziu, demonstrația lui R Goppe a fost îmbunătățită de un alt geometru german, S Günther; cu toate acestea, era încă foarte complex și confuz Mulți specialiști, de exemplu, binecunoscutul geometru maghiar Laszlo Feyesz Toth, cred chiar că prima dovadă perfectă a egalității ( ) (prima soluție a problemei ) a fost dată în (la de ani după ce I Kepler a demonstrat că > și de ani după discuția lui Newton cu Gregory), unul dintre cei mai mari algebriști ai secolului XX, olandezul Barthel Leenbert van der Waerden și remarcabilul logician german Karl Schütte O dovadă și mai simplă că bile de material egal nu pot fi atașate unei mingi a fost propusă în de englezul John Leach - cu toate acestea, această dovadă este, de asemenea, destul de complicată Strâns legată de problema celor bile este problema celei mai dense împachetari de cercuri egale în plan și bile egale în spațiu Această problemă, care a deschis o nouă ramură mare a geometriei numită geometrie discretă, este de mare interes astăzi datorită aplicațiilor importante neașteptate ale „variantei sale multidimensionale” descoperite în ultimele decenii la matematica computațională și teoria comunicării Să presupunem că planul este umplut cu cercuri egale care nu se intersectează; compune raportul dintre total aria acelor cercuri care se încadrează în întregime în interiorul unui cerc de rază mare R, centrat într-un punct arbitrar O al planului) la aria nR a acestui cerc Limita către care tinde acest raport ca R -> oo se numește densitatea aranjamentului (așezării) luate în considerare a cercurilor egale pe plan; sarcina este A b Orez cinci este să găsești acel teanc de cercuri, a căror densitate este cea mai mare posibilă Problema celui mai dens ambalaj de bile egale în spațiu este formulată într-un mod similar În minunatul tratat „Despre un fulg de zăpadă sau un cadou de Anul Nou”, întocmit de I Kepler ca un cadou prietenului său consilier regal Wakger von Wakgenfels cu ocazia noului an, , două stive de cercuri egale pe un avion au fost dezasamblate: în primul dintre ele ( Fig , a) centrele cercurilor formează o rețea de pătrate egale și fiecare cerc atinge patru învecinate, iar în al doilea (Fig , b) centrele cercurilor formează o rețea de hexagoane regulate și fiecare cerc atinge șase învecinate I Kepler credea că a doua stivuire de bile este cea mai densă dintre toate posibile Într-adevăr, în timp ce densitatea primului stivuire - „ , , densitatea celui de-al doilea stivuire este mai mare: este egală cu n^ ” , % Mai mult, în același tratat, Kepler ia în considerare problema stivuirii bilelor egale în spațiu Cel mai dens dintre aceste stivuiri se obține astfel: pe un plan conform schemei din Fig , b, sunt așezate cercuri egale, care sunt „cercuri ecuatoriale” de bile egale; în acest caz, se formează un „strat hexagonal” de bile, în care fiecare minge atinge șase învecinate Apoi al doilea, același strat de bile este suprapus peste primul, astfel încât bilele stratului superior să cadă în adânciturile bile ale stratului inferior, atingând trei dintre bile inferioare (cf Fig , A) Dacă apoi continuăm să impunem straturi similare de bile deasupra și dedesubtul celor existente în același mod, vom obține umplerea întregului spațiu cu bile egale, unde fiecare minge va atinge douăsprezece învecinate Rețineți că, deoarece fiecare strat poate fi suprapus peste cel existent în două moduri (cf Fig , b și c), atunci de fapt există infinit de multe sisteme diferite de umplere a spațiului cu bile egale; totuși, toate aceste aranjamente de bile par să aibă aceeași densitate Această densitate este da , % Au trecut peste de ani de când Kepler și-a publicat tratatul În acest timp, au fost propuse multe aranjamente diferite de cercuri egale pe plan și sfere în spațiu și nimeni nu s-a îndoit vreodată de faptul că ambalajele găsite de Kepler sunt cele mai dense, dar s-a dovedit a nu fi deloc ușor de demonstrat Se crede că dovada că cea prezentată în Fig , b, schema de așezare a cercurilor egale este cea mai densă, a fost dată pentru prima dată în de remarcabilul matematician norvegian, unul dintre fondatorii metodelor geometrice în teoria numerelor, Adolf Thue Cu toate acestea, dovada originală a lui A Thue — c nu a fost publicat Un scurt rezumat al unui raport pe această temă, citit de A Thue în la un congres al matematicienilor din țările scandinave, conține lacune semnificative și greu de completat Mai convingătoare este o altă dovadă a aceluiași fapt, publicată de A Thue în , dar chiar și această dovadă poate îndeplini cu greu cerințele moderne de rigoare matematică Demonstrații complete ale propoziției corespunzătoare (numite uneori „teorema lui Thue”) au fost date în de Laszlo Feyeschem Tot, deja menționat mai sus, și, independent de el, în de cunoscuți specialiști în metode geometrice în teoria numerelor matematicianul italian Beniamino Segre și matematicianul german Kurt Mahler Câteva dovezi ale acestei teoreme sunt date în cartea lui L Feyesch Toth [ ] (vezi referințele de la p ) În ciuda credinței generale că în spațiu nu există ambalaje egale cu i și a p o v, a căror densitate ar depăși -l ^, nimeni nu a fost încă în măsură să demonstreze acest lucru Nici analogiile multidimensionale ale problemei corespunzătoare nu au fost rezolvate și nici măcar densitatea celei mai bune împachetari (sau a mai multor cele mai bune împachetari) de bile (multidimensionale) egale nu a fost găsită § TEOREMA PE PATRICESTRE MINGI Să demonstrăm următoarea teoremă: Teorema (teorema bile) La o minge de material dată IU, este imposibil să atașați mai mult de bile de material egale cu aceasta (care nu se intersectează între ele și nu se intersectează cu mingea III) Dovada Să folosim metoda opusă Să presupunem că paisprezece bile de material , , , , egale cu bila , cu raza cu centrul O pot fi atașate unei bile cu raza cu centrul O Centrele S Aceste bile vor fi notate cu Qn Q >, Qu și punctele secțiunii de aici a segmentelor OQj, Q , Qu cu sfera Cf care delimitează bila III (adică punctele de contact ale bilelor/Z/) și ZZ / ) - prin Lr A , L De când ki Q{ și Qt (numerele i și / pot lua oricare dintre valorile nii , , ; i \u d A \u d j) - centre de neintersectare bile cu raza unitară cu i, apoi Qfij > ; asa de > , și în consecință A{A, „cercul mare” al sferei Cf decupat din Cf de un plan, trebuie să fie mai mare sau egal cu ° (cf Fig cu Fig , a) Vom presupune că punctele A, A , , A nu aparțin aceleiași emisfere a sferei Cf (mai jos vom arăta că chiar și pe sfera completă Cf este imposibil să se dispună paisprezece puncte astfel încât distanța dintre fiecare dintre ele este mai mare sau egal cu ) Să „întindem” un poliedru convex peste punctele Alt A , AI (Fig ), adică să luăm în considerare carcasa convexă a celor paisprezece puncte ale noastre Vizual, poate fi imaginat ca un corp delimitat de o peliculă de cauciuc care acoperă Alt A , , A, care se contractă, încercând să-și micșoreze suprafața, dar nu poate mișca „cuioarele” A , A , A Desigur, nu toate fețele poliedrului M vor fi triunghiuri; dacă da, atunci fiecare față (convexă) a poliedrului M poate fi * optsprezece împărțit în triunghiuri prin diagonale care trec printr-unul dintre vârfurile sale Apoi obținem un poliedru M convex înscris în sfera C, ale cărui fețe sunt toate triunghiuri (în general, poliedrul M este „degenerat”, adică unele dintre fețele lui învecinate se află în același plan) Acum folosim teorema lui Euler: pentru fiecare poliedră convexă V -R + G - , ( ) unde В, Р și Г sunt, respectiv, numărul de vârfuri, muchii și fețe ale poliedrului (pentru demonstrarea acestei teoreme, vezi pp - ) ț În cazul în cauză, B este , iar din moment ce fiecare : din cele Γ fețe ale poliedrului M are trei și trei muchii, iar fiecare muchie cu un astfel de cont „de-a lungul fețelor” este luată în considerare de două ori - H y (pentru că separă două fețe), apoi ■ R g eu Înlocuind aceste valori în formula ( ), obținem ■?- G'G - sau G = și, prin urmare, R-G - Acum să fie A{An, AP (/, m, n unele numere specifice; ' , m, u ) să fie o față arbitrară a poliedrului M Știm că r nr > , ANIAP > , L( R, Să descriem un cerc s în jurul triunghiului A A, PAP (Fig , a) - acest cerc va fi linia de intersecție a planului AtAmAn cu sfera Cf Cel puțin una dintre laturile triunghiului AtAmAn va subtinde un arc nu mai mare de ° Dar dacă - A, La , atunci notând paisprezece la mijlocul coardei AtA,n prin P și centrul și raza cercului s prin Q și, respectiv, p primim: V;P ■ 'în A ^QP Po = DD- , de unde rezultă că raza sferică P a cercului s al sferei Сf este (Fig , b) P arcsinp Po arcsin Po arcsin , =" ° ' Prin urmare, aria a cercului sferic o (“caps” de înălțime - cos P) delimitată de un cerc s va fi ( - cos P) • -£-> ( - cos Po) • »( - cos ° ')- -|-> , , unde \u d l \u d , aria întregii sfere Cf Să descriem acum despre fiecare dintre punctele L , L cercuri sferice ("caps") o o , o de aceeași rază sferică R " ° ' și o zonă Xo\u e , Să estimăm aria părții sferei Cf acoperită de toate aceste „calote” Rețineți, în primul rând, că nu se intersectează trei dintre „ caps” ult o , , Oj Într-adevăr, dacă „capsele” oz, om, op ar avea un punct comun (intern) Z, atunci un cerc de rază sferică R cu centrul Z ar acoperi punctele A/, Am și Ap; în consecință, raza sferică a cercului circumscris triunghiului A ІATLA ar fi mai mică decât Po - ceea ce contrazice doveditul nomu mai devreme Prin urmare, „capsele” cg (m , , o se suprapun nu mai mult de două în e, iar întreaga zonă acoperită de acestea este egal cu X + X -|- -}-X - și 'Sî /O și / sunt unele dintre numerele , , , ) desemnează zona de intersecție a „capselor” o și O / (Desigur, dacă „capsulele” și o - nu se intersectează, atunci valoarea lui Sij este egală cu glonț ) Deoarece toate valorile lui X,- (unde і = , , , ) sunt condiționat egale cu So > , , rămâne doar estimarea valorilor lui Sij Dacă „capsele” și O/ se intersectează (Fig ), atunci intersecția lor este o anumită „lentila” L Aria acestei lentile va fi cu atât mai mare, cu atât distanța D,A/ este mai mică Dar A^j (sau - A[A) °); prin urmare, aria fiecărei lentile L nu este mai mare decât aria prezentată în Fig Lentile Lo cu un acord UV pentru care LL = adică Lentila Lo este formată din două segmente sferice egale, tăiate din cercurile sferice o(, o, de coarda sferică UV (adică arcul UV al cercului mare al sferei Cf, format când Cf intersectează planul OUV) noi introducem aria fiecăruia dintre aceste segmente Notați cu și măsura în radian a unghiului central sferic UAy al sectorului AtU\' al cercului st, adică unghiul dintre arcele A(U și D, V de mare cercuri formate atunci când sfera Cf intersectează planele OAJJ și OD, V (mai precis, unghiul dintre tangente la aceste cercuri în punctul Dj Atunci aria sectorului AJJV este egală cu, deoarece raportul dintre aria lui acest sector la zona acestui sector la zona S (l "caps" st (este egal cu ogno pіeppy a: n (unghiul central a al sectorului la unghiul total n) ) pe de altă parte, aria triunghiului sferic A,u\' delimitată de arcele AtU, AtV, UV ale cercurilor mari este egală cu mp AJJV = Z At + £ U Ф ZV-n, unde / At, / U, Z V sunt unghiurile sferice ale acestui triunghi, măsurate în măsura în radiani (cf p ) Dar / U = = deoarece punctul U poate fi luat ca centru al unui cerc circumscris unui triunghi sferic echilateral A (A / B cu latura D, DU (amintim că raza unui cerc circumscris unui echilateral s (|)) triunghi sferic cu latura - A ( Aj - ° = = ~ este egal cu Po = - • AtU = - AtU) A AjU A, \u d Z AtUB \u d / BUAt (= -y") • În mod similar, A^AIMu, și deoarece / D, - = a, atunci L / " a ZT "[ L mp AjUV \u d " + - - + - L \u d a- și pl segm = pl secta AțJV - pl D LDI = L \ TJ- Prin urmare, pl lentilă Ltt = pl segm Acum să determinăm valoarea unghiului a Din fig rezultă că a = Z UAy = Z UAA = /- BA Aj Cu alte cuvinte, a este unghiul unui triunghi sferic echilateral A (A, B cu laturile - AgA, \u d ~ - AtB - - A, B \u d p Deoarece Z AfiA, - / AfiB - \u d / AjOB \u d - -, atunci cele patru puncte Ait A, B și O sunt vârfurile unui tetraedru regulat cu o muchie egală cu (adică o piramidă triunghiulară, ale cărei toate muchiile au aceeași lungime egală cu ) / BAtAi = a este unghiul dintre tangentele la arcele A(B și în punctul D£, adică unghiul dintre perpendicularele AJ) și A^a, la muchia OA a tetraedrului regulat A^BO, trasat la punctul A( și situat în planele OAtB și OA /A, sau unghiul diedru al unui tetraedru regulat este unghiul dintre fețele sale OAfi și OA'A/ Ct I Hg? sin - \u d Ap \u d , (vezi p ) și, prin urmare p , ), Astfel, avem: mp Sij - pl lentile L , - , > , , adică această zonă s-a dovedit a fi mai mare decât zona a întregii sfere! Contradicția rezultată dovedește validitatea teoremei, adică inegalitatea * - trei (dintre care două sunt acest cub n-dimensional și un simplex regulat ): Numărul de dimensiuni ale spațiului Numărul de tipuri de politopuri obișnuite unsprezece co n > Despre această problemă, a se vedea, de exemplu, articolul citat într-o notă de subsol de la pagina și literatura citată acolo Să luăm acum în considerare problema bilelor aflate deja în spațiu n-dimensional Problema Care este cel mai mare număr kn de bile materiale n-dimensionale care pot fi aplicate unei bile egale Ш astfel încât nici în D unul dintre ei nu a trecut LU, i - dar limita fiecăruia dintre sha- - şanţul ar fi în contact cu marginea - rps) tsey uj? Pe lângă egalitățile k , - (pps , b), Ir = (Fig , b, c) și egalitatea banală Ir = (Fig ), nu se cunosc prea multe în acest sens Într-adevăr, s-a dovedit că , rămân încă necunoscute Într-adevăr, la trecerea prin valoarea u = , informațiile disponibile despre limitele în care se poate afla cantitatea scade brusc: deci pentru cantitatea k,A care urmează lui i, mai avem doar următoarele estimări foarte grosiere ,( ) (Fig , ) Invităm cititorul să demonstreze în mod independent această egalitate Totuși, nici una dintre mărimile kn (i), unde n '>, diferită de /r (i), k ( ) și k ( ), nu a fost încă determinată cu precizie Cazul n = , ca întotdeauna, nu prezintă interes: este evident că k (i) =; i (de ce?) L Feyesh Toth și A Heppesh au constatat că , estimările disponibile pentru acestea se referă numai la cazul în care a n — Orez Iată o altă problemă legată de cele discutate mai devreme: Problema Care este cel mai mic număr posibil de cercuri identice care nu se intersectează care pot „înconjura” complet cercul Kp egal cu ele, adică să le aranjeze pe plan astfel încât orice rază trasă din centrul cercului Kp să intersecteze una dintre aceste cercuri? Rezolvați aceeași întrebare pentru cel mai mic număr posibil k de bile de material identic care poate fi folosit pentru a „înconjura” o bilă III egală cu acestea, precum și pentru numărul kn de n-dimensional treizeci dintre ele sunt bile cu care se poate „înconjura” o bilă n-dimensională W de aceeași rază Este clar că ceea ce este arătat în fig , b, locația celor șase cercuri Krі, Kb, „înconjurând” cercul Kp, este „cel mai avantajos”, adică /r = Totuși, cele reprezentate în fig , b, în aranjamentele bilelor problema nu se mai rezolvă, deoarece cele bile care apar pe ele, evident, nu „înconjoară” bila centrală III geometrul Ludwig Danzer; conform lui Danzer, bila III este „înconjurată” de de bile egale care se intersectează III, de unde rezultă că Ay, , încă nu există estimări semnificative Desigur, problemele și , precum și problemele - , pot fi generalizate și modificate în continuare De exemplu, se pot înlocui cercuri și bile cu figuri convexe arbitrare (mai mult, aici sunt posibile două abordări ale acestor probleme „generalizate”, legate de problemele și din capitolul II); totuși, complexitatea problemelor originale și în sine face că căutarea generalizărilor lor să fie destul de repetitivă CAPITOLUL II PROBLEME PRIVIND POLIGONI, POLITOPI ȘI FIGURI ARBITRARE § TEOREMA LUI HADWIGER O generalizare naturală a problemelor - este următoarea problemă: Problema Fie F o figură arbitrară (Fig ) Care este cel mai mare număr posibil K (F) de figuri care nu se intersectează Fx, F , egal cu F care poate fi atașat la F (adică, aranjate astfel încât niciuna dintre ele să nu se intersecteze cu F, ci limita fiecăreia dintre figurile Flt F , a fost în contact cu marginea figurii F)? Din cele spuse în cap rezultă că această problemă - mai ales în cazul în care figura F nu este plată, ci spațială (tridimensională sau chiar n-dimensională) - (este prea dificilă pentru a fi posibilă (a fost imediat posibilă determinarea valorii corespunzătoare) numărul D'(F) Să simplificăm mai întâi această problemă, înlocuind-o cu următoarele: Problema Fie F o figură arbitrară (Fig ) Care este cel mai mare număr posibil k (F) egal cu F și paralel cu F al figurilor disjunse F,, F , care poate fi aplicat lui F? Problema este mai simplă decât problema , deoarece aici figurile Flt F , trebuie să fie situate paralel cu F, adică ele trebuie obținute din F nu printr-o mișcare arbitrară a lui b, ci printr-o translație paralelă a lui l Notă Această împrejurare este de asemenea importantă pentru că ne permite să atribuim problema nu geometriei euclidiene, ci unei geometrii afine mai simple, în timp ce problema aparține, fără îndoială, geometriei euclidiene propriu-zise Cu această ocazie, vezi, de exemplu, I M Transformări geometrice Enciclopedia matematicii elementare (EEM), carte IV, Geometrie M , Fizmatgiz, , p - sau I M Ya Glom și V G Ashkinuze, Idei și metode de Athinnons și geometrie proiectivă Partea I, Geometria ateniană Al , „Iluminismul” Orez optsprezece Sarcinile și permit următoarea formulare generală (servind, în același timp, ca generalizarea lor): Fie G o mulţime („grup”) de mişcări ale planului; notăm cu k (F, G) cel mai mare număr de cifre obţinute din F prin mişcări din G care pot fi „aplicate” lui F în condiţiile problemelor şi Care este numărul k (F, G)? Este clar că dacă G este colecția lui D în toate mișcările planului, atunci k (F, D) = k (F), iar dacă G este colecția de T translații paralele, atunci k (F, Г) = k (F); „intermediar” între Problemele și este, de exemplu, problema estimării numerelor I/ (F, S), unde este mulțimea tuturor transpozițiilor paralele și a tuturor simetriilor centrale (cf , de exemplu, V G cifre echilibrate) M , Gostekh-Indat, , § ) Este clar că arbitrariul plasării figurilor Ft, F , în Problema este mult mai mic decât în Problema ; asa de k(F)^KțF) ( ) Remarcăm că în figurile luate în considerare în Problema sunt situate figurile V F, este mult mai ușor de înțeles decât în acele locații, a căror analiză este prevăzută de problema În plus, atât sarcina , cât și problema pot * •allea considerată ca o generalizare a problemelor – , deoarece oricare două cercuri egale Kp și Kpit, precum și două bile identice Ш și Shi, sunt întotdeauna situate în paralel (adică, pot fi transferate unul în altul printr-un transfer paralel); așadar, în condițiile Ch sarcinile și sunt complet aceleași: K \u d k (Kr) - K (Kr), k \u d k (W) \u d K w - - • kn = kn(UI) = Kp(W), (în continuare, indicele de lângă literele k și K indică dimensiunea figurii F și spațiul care o conține) * Întrucât conceptul general de „figură” este atât de complex încât este riscant să-l atribui și geometriei I>| ne vom mărgini la luarea în considerare numai a cifrelor convexe O figură convexă F (plată, tridimensională sau chiar n-dimensională) poate fi definită astfel încât fiecare segment AB aparține figurii F, conectând două puncte A și B alese arbitrar ale acestei figuri O figură convexă F poate fi descrisă și ca o figură care este delimitată de un „convex”, adică neavând „denivelări”, linia L închisă \ aceasta din urmă înseamnă că prin fiecare punct al dreptei L este posibil să se tragă o dreaptă linia / (numită referință o figură convexă dreaptă) care nu intersectează F, adică astfel încât F se află în întregime pe o parte a lui I Această descriere a figurilor convexe este legată de descrierea poligoanelor convexe cunoscute din liceu ca cele care sunt situate pe o parte a fiecăreia dintre laturile sale Rețineți că prin fiecare vârf al unui poligon convex există m și o g în jurul liniilor de sprijin Trecând acum la problema , să începem cu câteva exemple simple: Acesta, nu este un concept în curând | se atribuie teoriei literare a anapiu (teoriei inmultirilor) iun topologie decat geometriei Problema Care este numărul a) fe (î'p); b) K (Kv), unde Tr reprezintă un triunghi echilateral și Kv reprezintă un pătrat? i Orez Rezolvare, a) Este clar că latura AB a triunghiului (Tp) ABC într-un punct interior al acestei laturi poate atinge doar una egală și pa- a Orez paralel cu Tr este un triunghi Trei, deoarece două astfel de triunghiuri Tr și Tr se vor intersecta în mod necesar (Fig , a) În acest caz, când există un astfel de Tr g contigu — t> intersectându-se cu latura AB, apoi vârfului L (și vârfului B) al triunghiului Tp poate fi adiacent cel mult un triunghi Tp' care nu intersectează nici Tp, nici Tplt și este egal și paralel cu Tp, în timp ce în absența unui astfel de triunghi Tp vârful A poate fi adiacent la două Tr egale și paralele situate Orez triunghiuri Tp’ și Tp”, care nu se intersectează nici pe Tp, nici între ele (Fig , b) Întrucât acest raționament este valabil și pentru orice altă latură a triunghiului Тр, rezultă din acesta că k (Тр) și k (F) În , matematicienii americani K J Halberg, Jr , E Levin, E G Straus au arătat că fe (F) de asemenea iar pentru figurile neconvexe (plate) F K (F) = b* Astfel, ne interesează în esență următoarea problemă: Problema Ce este egal cu a) cea mai mare valoare posibilă a lui kmzf \ b) cea mai mică valoare posibilă a km\n numerele k (F) definite pentru toate figurile convexe plane posibile F? Decizie Rolul principal în rezolvarea acestei probleme îl joacă următoarea lemă: Lema Pentru fiecare figură (plată, convexă) F există o astfel de figură simetrică central F* ce k (F*) = k (F) Dovada lemei este relativ ușoară; totuși, prin caracterul său se deosebește de restul raționamentului folosit în rezolvarea problemei , deoarece se bazează pe o construcție generală (și anume, s și m -metrizarea lui Minkowski), care este specifică teoriei corpurilor convexe Prin urmare, vom da dovada lemei în anexă (p - ); aici ne limităm la rezolvarea problemei numai pentru figuri convexe simetrice central Rezolvarea problemei , a) Fie F o figură simetrică centrală arbitrară cu centrul O, iar Flt F Fk fie k figuri convexe egale cu figura F și situate paralel cu aceasta și fiecare dintre aceste figuri are puncte comune (interne sau limită) cu figura F (Fig a) Să fim de acord să asociem fiecărui punct M al planului vectorul rm - OM - vectorul rază al acestui punct (Fig , b); în plus, dacă M și N sunt două puncte arbitrare, atunci m = rm + MN, adică MN ~ ON - OM = rN - rm, iar dacă punctele M și sunt simetrice față de centrul O al figurii F, atunci rm, = — hm Fie B un punct arbitrar al figurii Flt obtinut din F prin transfer paralel la vectorul aIt a A - punctul comun al figurilor F și Fv Deoarece punctele A' și B', din care A și B se obțin prin transferarea la vectorul alt, aparțin figurii F, atunci, evident, gA \u d ha- + alt Gv \u d gv- + alt gv-GA + AB = Ga + (Gy - Ga) = gd + Zgv- + a±) - - (g a- + "i) \u d ga + (g v- - g A') \u d Ga + rv- - ga- \u d Ga + G B' + GA , unde rA \u d - Ga, adică la este un punct simetric cu punctul A' al figurii F în raport cu punctul O (datorită sim- Să considerăm acum triunghiul AB'A^, care aparține în întregime figurii F (după convexitatea ei) iar centrul de greutate al triunghiului (punctul de intersecție al medianelor) M, împărțind segmentul AN în raport cu AM : MN = : , se găsește prin formula *> rA + rN Г Hm \u d s \u d -jj-l GA + • - ~ (Gv- + GL,) \u d \u d -$ - (ha + g B- + Gd,) Dintr-o comparație de formule Gv \u d GA + g B' + G A și Gm \u d -y- (g A + G B' -i- Gl,) rezultă că punctul B este omotetic până la punctul M al figurii F cu centrul de homoteție O și coeficientul ; cu alte cuvinte, B aparține razei OM și OB = ZOM, adică B aparține figurii F, omotetic figurii F cu centrul de homoteție O și coeficient Astfel, fiecare punct B al figurii (și, în mod similar, fiecare punct al fiecăreia dintre figurile Fi, F , , Fk) aparține figurii F Să presupunem acum că nici două dintre figurile F, Flf F , Fk nu au puncte interioare comune Atunci aria acoperită de toate aceste cifre este egală cu suma ariilor tuturor figurilor, adică este egală cu (k + ) aria de ori a figurii F, deoarece toate figurile k + sunt egale Dar, deoarece toate aceste cifre sunt situate în interiorul figurii F, care este similară cu figura F cu un coeficient de similitudine de și, prin urmare, are o suprafață egală cu de nouă ori aria figurii F, atunci k + Ц- АіАг > /(Аг , care probabil va avea loc la un unghi suficient de mic a, atunci S&AtKA[ = KA''KĂ> ІП "> ІП" = n similar cu , s LAtLAt ^ „LAC prin urmare shk, = Shk+ + $ы-А'А'Г skaL'~ SăLAtA't Această inegalitate și egalitatea k (Тр) = (vezi Problema , a) demonstrează că pentru figuri convexe simetrice central ^min " § PROBLEME PRIVIND APLICAREA PĂTRATELOR ŞI TRIANGULURILOR Până acum, am luat în considerare doar Problema din § ; Să trecem la o problemă mai dificilă Să începem cu exemple: Problema , Care este numărul a) k (Nr ); b) K (Tr), unde simbolurile Тр și Кв au același sens ca în problema Rezolvarea problemei a) Din rezultatul problemei , b) (Fig , b) și din inegalitatea ( ) rezultă că К (Кв) Să demonstrăm că egalitatea K (Kv) = K ( ) Se consideră o dreaptă L închisă formată din drepte care trec în afara pătratului Kv, cu latura , drepte, pa laturi paralele ale pătratului Kv și îndepărtate de acestea la distanță, această linie este un pătrat cu latura de și perimetrul de (Fig , a) Să demonstrăm că lungimea părții liniei întrerupte L tăiată din L de pătratul Kvb egal cu Kv aplicat lui Kv este întotdeauna ; de aici va rezulta că mai mult de : = Kv egale de pătrate care nu se intersectează nu pot fi aplicate la Kv Să analizăm toate cazurile posibile de aranjare reciprocă a pătratului Kv și a pătratului Kelt egal cu acesta, care nu se intersectează cu Kv, ci este în contact cu acesta I Fie ca unul dintre vârfurile pătratului A^C^Dt, de exemplu, A j să se afle pe latura pătratului ABCD În acest caz, este posibil ca: ° Pătratul Ket decupează din linia L un segment aparținând uneia dintre cele patru laturi ale pătratului ABCD \u d L Dacă, în acest caz, niciun vârf al pătratului Kb, diferit de vârful L, nu se încadrează în interiorul linia L și latura L DI formează un unghi a cu latura pătratului Kv trecând prin punctul A, apoi ab \u d * aP - Pb \u d DR ctg a + ArP tg a \u d -i- (ctg a - tg a) \u d păcat a ca a cos a sin a + cos a sin a) sin a cos a ! > sin a cos a sin a (egalitatea este valabilă pentru a = °) Dacă două vârfuri D și Bt ale pătratului Kv se încadrează în interiorul dreptei L, atunci trasând o dreaptă și DD prin punctul aj de intersecție a segmentului AtDt cu dreapta L, obținem afi aLbi - A B = (egalitatea apare atunci când latura DD a pătratului Ket este adiacentă laturii pătratului Kv), eu ff Orez e Pătratul Kvg taie o linie întreruptă de pe linia L, adică unul dintre vârfurile pătratului ABCD s L, de exemplu A, se încadrează în interiorul pătratului Kv Să transferăm acum pătratul Kvg în paralel cu poziția Kv\ (AB\C[P\) Deoarece unghiul ₽ sau aibl atbt = B^! = ° Dacă pătratul Kvi taie linia întreruptă a^Cb din linia L, ideea vârfului A± și Bt al acestui pătrat se află în interiorul dreptei L, apoi, trasând o dreaptă prin punctul a || ■' obținem: a b > a bh a b = = Dacă pătratul /fa decupează polilinia a Db din linia L și există doar un vârf al acestui pătrat în interiorul L, atunci se deplasează /fa paralel cu direcția Dacă schimbăm AlD în poziția DB\C\D\ = Кв\, ne vom asigura că pătratul Квх taie o parte mai mare din L din L decât pătratul /fa, în timp ce pătratul /fa taie o polilinie de lungimea sau un segment din L lungime mai mare sau egală cu (comparați cu cazul ) Prin urmare, și aici a Dbt , (egalitatea poate avea loc numai în cazul în care pătratul /fa coincide cu /fa) Aceste argumente completează dovada egalității ( ) Când am analizat toate opțiunile posibile pentru aranjarea reciprocă a pătratelor Kv și Ket, nu am luat în considerare cazul când latura D V a pătratului Kvg este în contact cu vârful pătratului Kv și ambele vârfuri zlj și sunt în ne L De ce am făcut asta? Rezolvarea problemei După cum se poate observa din fig , a, K (Tp) > Să considerăm o linie întreruptă închisă hexagonală L = AіA BіѢ СгСb (Fig , b) circumscrisă în jurul unui triunghi regulat Tp == ABC cu latura , întinsă de astfel de puncte /D și B , Bx și C , Сi și А ale laturilor AB, BC și CA ale triunghiului Тр, că AAj = АА – BBj – ВВ = ССі = СС = triunghiul Trі (în Fig b), decupează din L o parte a lungimii mai mare sau egală cu -y (demonstrați-o singur) Și întrucât lungimea totală a liniei întrerupte L este în mod evident egală cu (deoarece AtA = BtB - C} C - = -, iar A Br = B C = C Ai = -g-), rezultă că mai mult de nu pot fi aplicate la Tr: - y = triunghiuri echilaterale neintersectante egale cu Tp, i e kg ( r) = ( ) Egalitatea ( ) apare pentru prima dată (fără dovezi) în lucrarea lui L Fejes Toth, publicată în ; Chiar și mai devreme, problema determinării valorii / Pentru toți n *?= această ipoteză a fost dovedită în de geometrul maghiar K Böröcki Astfel, dintre toate problemele legate de poligoane regulate de determinare a valorii lui k și / ( ) (unde se realizează cea mai mică valoare posibilă a lui K = , de exemplu, pentru un cerc); totuși, nu poate fi dată o „estimare superioară” a numărului: o figură convexă F poate fi aleasă în așa fel încât numărul K (F) să fie arbitrar mare Într-adevăr, este ușor de observat că dacă F = Prm este un dreptunghi cu laturile întregi și m, atunci K (PRt) > t + vezi fig , unde m - și m + = Poate puteți demonstra că K (Pr^) = m + ? Astfel, inegalitatea ( ) într-un sens epuizează tot ceea ce putem spune despre valoarea lui K (F) Pot apărea și alte sarcini de fond L numai dacă se alege o figură fixă F sau se restrânge cumva clasa figurilor luate în considerare O idee despre problemele asociate cu o alegere fixă a figurii F poate fi dată, de exemplu, de următoarea problemă: Problema Care este valoarea a) K (Tp (a, b, c)), unde Tp (a, b, c) este triunghiular cu laturile a, b și c (a (deoarece x + y = c); prin urmare, cantitatea /( , (Tp (a, b, c)) poate fi notată și cu K (x, y) - aceasta este o funcție a două variabile x și y care satisfac inegalitățile Y Aceste inegalități formează un triunghi UVW pe planul (x, y) (Fig a), care este domeniul funcției căutate / unde AB - ceea ce contrazice presupunerea noastră despre segmentul AB În plus, dacă ar exista linii paralele de sprijin ig și n , figurile F, distanța dintre care ar fi mai mare decât distanța AB, atunci segmentul KB, legarea punctelor de contact ii și n cu limita F, ar fi mai mare decât segmentul AB, ceea ce contrazice din nou faptul că distanța dintre punctele A și B ale figurii F este cea mai mare De aici rezultă că segmentul AB este egal cu distanța D dintre liniile de referință paralele cele mai îndepărtate unele de altele și r din figura F Astfel, lățimea D a cifrei F este, așa cum ar fi, „cea mai mică lățime”, iar diametrul D este „cea mai mare lățime” Notă Ceea ce s-a spus are exact următoarea semnificație: fiecare figură convexă F are doar două drepte de sprijin și / , paralele cu orice dreptă fixă arbitrar I (care poate fi caracterizată, de exemplu, prin stabilirea = a între dreapta ON I și pozitivul) direcția axei Ox); distanța D(a) dintre aceste drepte Іі și se numește lățimea figurii F pe direcția N În acest caz, cea mai mare valoare a funcției A (a) (care poate fi considerată definită, de exemplu, la ', când decât D ( ) = D ( e)) în mod evident coincide cu diametrul D (F) al figurii F, iar cel mai mic cu lățimea sa D (A) Raportul ~ este luat ca „măsura de alungire” a figurii F Să fim de acord acum să luăm în considerare doar acele cifre D pentru care această „măsură de alungire” -y nu depășește o valoare fixă c (evident, c este mare sarcină; O sarcină K-g (F), dacă se știe că raportul dintre diametrul figurii F și lățimea sa este mai mic sau egal cu c, unde c\u e ? Această problemă constă în determinarea unui anumit set de numere K- (F) corespunzătoare tuturor cifrelor posibile F, astfel încât ) valoarea / (c) sau pur și simplu cu K (c), deoarece aici avem în vedere doar figuri plane Este clar că pentru orice n și un număr mai mic al mulțimii K (c) (se poate nota, să zicem, cu Dp, în (c)) va exista întotdeauna numărul , deoarece Orez De exemplu, pentru cercul Kp, pentru care A = , avem K(A) = Astfel, principala dificultate constă în determinarea celui mai mare număr f ) Din inegalitatea ( ) rezultă că pt '' Pentru figuri cu curbură constantă, vezi, de exemplu, § din carte [ ] figură nouă F de lățime constantă / , ( ) mai mult, această estimare pentru mărimea K:I (F) este exact d: egalitatea Kf(F) = se realizează, de exemplu, pentru bila W Inegalitatea mai generală ( ) demonstrează că pentru orice n-dimensional figura F Kp (F)>ni + n, (nouăsprezece unde, totuși, nu mai este posibil să se afirme că estimarea rezultată este exactă, adică că există astfel de figuri n-dimensionale F astfel încât Kn (F) = rіr + n m-măsuri) corpurile sunt foarte dificile și, aparent, nu au fost setate niciodată Problemele - pot fi, de asemenea, generalizate într-un număr de alte direcții Notă Este firesc, să zicem, să transferăm întreaga problematică a acestei cărți în zona diferitelor tipuri de geometrii „non-euclidiene”, cum ar fi geometria pe suprafața unei sfere - geometria sferică a soclului lui Lobachevsky geometria non-euclidiană (vezi EEM, cartea V, articolul „Geometrii non-euclidiene”) Este clar că Problemele și pot fi formulate și prin înlocuirea cercurilor și bilelor cu figuri convexe arbitrare, dar fixe, F Mai mult, există două variante ale unor astfel de probleme „generalizate” care apar în funcție de dacă trebuie să cerem de la „ vecini” figurii F luate în considerare în generalizarea problemei sau din figurile apărute în generalizarea problemei „înconjurând” F se află doar egalitatea lor cu figura inițială F sau și paralela lor F B sau eu Este firesc să notăm numerele definite în aceste variante & s ale generalizării Problemei prin / + '/ - - " , ; ) + adică „ ° ’ până la” ° ’, - de unde rezultă că cercuri care nu se intersectează cu diametrul unitar nu pot fi atașate la Ocr, deoarece - " ° , și P (T) > Într-adevăr, considerând că planul unei foi de hârtie este orizontal, „punem în plan” trei cuburi, ale căror baze sunt prezentate în Fig , a prin linii continue; apoi „aplicăm pe acest plan de jos” încă trei cuburi, formând o configurație similară de cuburi, dar rotite în raport cu sistemul primelor trei cuburi (bazele acestor cuburi sunt prezentate în figură printr-o linie punctată) Cu aceasta, obținem cuburi situate în spațiu, astfel încât fiecare două dintre ele să fie în contact de-a lungul unei părți a graniței În mod similar, patru tetraedre cu un vârf comun, ale căror baze sunt prezentate în Fig , b cu linii continue; dacă apoi „atașăm la acest plan de jos” încă patru tetraedre cu un vârf comun (bazele lor sunt arătate printr-o linie punctată), atunci vom obține o configurație de tetraedre care îndeplinesc condițiile Problemei , b) Dar numerele P (Kb) și R l (T) sunt egale cu și, respectiv, , sau sunt mai mari decât aceste valori? Răspunsul aici aparent nu este deloc ușor Presupunerea că P (P= a fost exprimat pentru prima dată de matematicianul american F Baidzhemil, dar nu a reușit să-și demonstreze ipoteza Ulterior, problema a fost studiată de geometrul englez V Dzh D Beston, care și-a dedicat disertația acestei probleme V Besto și a declarat că poate dovedi egalitatea Rya(Kb) = După ce a dezvoltat un aparat algebric special, el a demonstrat că P (T) Lungimile laturii pătratului sferic se măsoară prin nodurile centrale / OB, BOS n COA ale sferei corespunzătoare acestor laturi, iar unghiurile se măsoară prin unghiurile diedrice dintre planele corespunzătoare laturilor triunghiului (ambele dintre ele sunt măsurate convenabil, de exemplu, în radiani, ceea ce vom face în viitor) Locul n-gonurilor obișnuite în geometria sferică este ocupat de n-gonuri sferice (Fig , c), delimitate de n arce de cercuri mari; aici n este un întreg arbitrar Raza sferei Cf, care este „câmpul de acțiune” al geometriei sferice, o vom considera în continuare egală cu Teorema (teorema asupra aria unui triunghi sferic) Aria unui triunghi sferic ABC rsina A B + C - etaj, unde A, B și C sunt unghiurile triunghiului (din această teoremă rezultă, în special, că suma unghiurilor oricărui triunghi sferic este mai mare) Dovada În primul rând, să arătăm că aria AAt a unui dicagon sferic („buncă”) cu unghiuri A = At (Fig , c) ) Compară: B A Rosenfeld Concepte de bază de geometrie sferică și trnionometrie EEM, carte IV, p - ; J A d a m a r Geometrie elementară, partea I M , Iluminismul, , cap VI din cartea a cincea; D I Perepelkin Curs de geometrie elementară, partea a -a, Moscova-Leningrad, Gostekhpzdat, , cap XVI este egal cu L Pentru a face acest lucru, să presupunem că unghiul A al diagonului cu o și z m e -o și m s l: Rps Să împărțim întreaga sferă în m/ „felii elementare” cu ajutorul q cercuri mari („meridiane”) care trec prin vârfurile A și Ai ale digonului Deoarece suprafața întregii sfere cu raza este de l, x l l atunci aria fiecărei „felii” va fi egală cu = - ■ l = , iar aria ? q digon AA r compus din p astfel de felii este egal cu l r mp AAi \u d p ■ \u d - l \u d A, qq ( ) — ceea ce urma să fie dovedit De aici, în mod obișnuit, folosind trecerea la limită, se poate verifica validitatea acestei afirmații n pentru digoane al căror -unghi este incomensurabil cu l Luați în considerare acum triunghiul sferic ABC (Fig , b) și alcătuiți suma ariilor: sq LliCh- pl BBt mp C C, + pl AgA ++ pl BJB mp QC de șase bicagoane cu unghiuri A, B, C, precum și cu unghiuri verticale față de aceste unghiuri Aceste digoane acoperă complet sfera Cf, iar triunghiul ABC și triunghiul HjBjCj simetric față de centrul O al sferei sunt acoperite de trei ori, iar restul sferei este acoperit o dată Prin urmare, folosind formula ( ), obținem , + V -I- AC \u d pl SfA- mp ABC + mp /CVA- ( ) Dar aria întregii sfere este egală cu n, iar ariile triunghiurilor ABC și B C (simetrice, adică identice) sunt egale între ele; deci avem AA + B + AC \u d l -r pătrate ABC, unde mp ABC \u d A + B - | - C - l, ( ) – ceea ce urma să fie dovedit Teorema (teorema ariei pentru un n-gon sferic) Aria poligonului sferic AiA An este egală cu + A + • • ■ Ap - (n - ) l (patru) Dovada Să arătăm, în primul rând, că fiecare n-gon sferic poate fi descompus în n - triunghiuri sferice care nu se suprapun cu aceleași vârfuri ca și poligonul original Demonstrarea se va realiza prin metoda inducției matematice Pentru n = , această afirmație este lipsită de sens („fiecare triunghi sferic poate fi împărțit în - = triunghi sferic ]) Pentru a demonstra riguros această afirmație, este suficient să remarcăm că dacă triunghiul ABC este isoscel, atunci triunghiul va fi și isoscel și egal cu ABC; de aceea ariile acestor triunghiuri nu pot fi diferite Dacă triunghiul ABC este diferit, atunci este suficient să găsim în interiorul lui punctul Q, echidistant de toate vârfurile lui ABC - centrul cercului circumscris în jurul lui ABC (găsirea acestui punct nu diferă de rezolvarea problemei planimetrice corespunzătoare) și conectați ea cu arce de cercuri mari la toate vârfurile triunghiului În acest caz, triunghiul ABC va fi împărțit în trei triunghiuri isoscele A QB, BQC și CQA; în mod similar, triunghiul DB^ va fi împărțit în trei triunghiuri isoscele egale A, QiBt, BlQiCl și C Ql , unde Qi este un punct diametral opus Q, centrul cercului circumscris în jurul AiB C, din care urmează acel pl ABC, = = pl ABC Nick"); cu toate acestea, este, desigur, adevărat Să presupunem acum că aserția Hânie este dovedită pentru toate /n-gonurile, unde m ; ;Xi, Xg, , A, sunt unghiurile acestor poligoane Acum adăugăm termen cu termen toate egalitățile ( ) Apoi, în partea stângă a ecuației obținem: mp lnkh - mp lna - ■ • • -pl mnr*= mp SF - l, # iar în dreapta - suma unghiurilor tuturor poligoanelor, redusă cu expresia (I| ) l - (Din ) l - ■ -|~ (u! ) l - (L| -J- -J- •' + n/) n ^ rn Rețineți acum că suma (ai + « + + aP ) + (Pi + Рз + • • ■ + Єг) + • • + + (Yi Yi + • TP/ ) unghiurile tuturor poligoanelor partiției este, în mod evident, egală cu Bl, dar în jurul fiecăruia dintre vârfurile B ale poligoanelor іruppiruyutsya unghiuri, a căror sumă este egală cu n Sdru roii mana pі + l + ” pg pentru Li + « + ■- + phest nu este altceva decât suma numerelor de laturi ale poligoanelor sferice mn, m , , mng, iar în această sumă apare proiecția fiecăreia dintre muchiile P ale poliedrului de două ori - în conformitate cu rata a două poligoane sferice, care sunt separate prin proiecția acestei margini Astfel, ajungem în sfârșit l \u d Vl - ( Rl - / 'l) - Vl Rl + /'l, de unde urmează egalitatea AT - ? + / • "= În § , cap folosește următoarea teoremă: Teorema (teorema asupra unghiului diedric al unui tetraedru regulat) Unghiul diedric a între feţele unui tetraedru regulat, care eu A ( ) Dovada Să desenăm înălțimile AE și BE ale fețelor ACD și BCD ale tetraedrului regulat ABCD (Fig ) Baza comună E a acestor înălțimi aparent coincide cu mijlocul muchiei CD a tetraedrului Clar, voce că LEV = a Deoarece AE \u d BE \u d - - (acestea sunt înălțimile triunghiurilor echilaterale cu latura ) și AB - , apoi dintr-un triunghi dreptunghic LEV, unde B este mijlocul muchiei LV și, prin urmare, EF - înălțimea ti a bisectoarei triunghiului isoscel AFB, obținem a ^ sin s- AEF - sin - \u d -C} - • La rezolvarea problemei se folosește următoarea teoremă importantă: Teorema (teorema lui Jung) Fiecare figură plană F cu diametrul I poate fi închisă într-un cerc cu rază Cercul cu cea mai mică rază posibilă care cuprinde o figură în interiorul său se numește cerc circumscris acestei figuri a b Orez Deoarece diametrul cercului circumscris unei figuri care conține două puncte A și B astfel încât AB - nu poate fi mai mic de , din teorema lui Young rezultă că raza r a cercului circumscris unei figuri F cu diametrul este întotdeauna conținută în , = , De exemplu, r = dacă F este pătratul cu diametrul , r = ■ dacă Z prin urmare, r ° Apoi, aplicând teorema sinusului triunghiului ABC și ținând cont de faptul că AB , obținem r ^B r \t cursa O este centrul lui s și m m s tr și p f și \ ry /■' Пѵсг și În' al tău și; din; punctele tiol din figura F Avem nevoie în timp ce a b care і printre, amperi ale unor segmente A ' și B B i i A B - / și 'B deoarece cifrele F și F' tu- i uk іiyas, apoi la a / K taya gt chka ' segment \ V і rttga i іezhig G, a to a f Da, sunt M' cu gunoiul A'B' la adle/kpt F' G P „^ (rATJ GM) mijlocul GG la fiecare dintre segmentele A VG Rețineți că acum um = gA AM și um \u d g q, ■} - A „M”, Unde SUNT EU AB, A'M' = G • A'B'; \u d (GA - GL,) - GV- - -y VV - GV, U- punctele A, Aj, B, Bt G F și, în consecință, A*, B* G F* (Fig ) Atunci noi avem unsprezece ~ ~ (gya - g l ) + « \u d -y (Gv + GL,) \u d G unde S și T sunt punctele medii ale segmentelor ABg și BAg aparținând figurii convexe F În consecință, r bo = r ~^> adică punctul U al figurii Fa, obţinut din punctul S al figurii F prin transfer la vectorul o, coincide cu punctul figurii Fb, obţinut din punctul T al figurii F prin transfer la vectorul b Astfel, figurile Fa și Fb au un punct comun U- și, la fel ca mai sus, este ușor de stabilit că dacă C* este un punct interior al figurilor Fa și Fb, atunci U este un punct interior al figurilor Fa și Fb, Acum putem demonstra direct validitatea formulei ( ) Să presupunem că caracteristica k (F) a figurii F este egală cu un anumit număr k, adică că este posibil să se găsească k figuri neintersectante Fi, Pr, , Fk obţinute din figura F prin transferuri paralele la vectorii ai, at> ••• > a^ astfel încât niciunul dintre ei să nu intersecteze figurile F, dar toți ating cF și că este imposibil să găsești mai mult de k figuri cu aceste proprietăți Fie F* o figură central simetrică obținută din F prin simetrizarea Minkowski; apoi: ) figurile central simetrice Fj, F , Fk, obținute din figura F* prin transferuri paralele la vectorii ai, a , ak, de asemenea, nu se intersectează, nu se intersectează figurile / *, dar au linii de limită comune cu puncte F*; ) dacă neintersectează figurile F*, / ,T* -i obținute din / * prin transferuri paralele la vectorii bIt b , atunci k + neintersectare egale F și paralele F figuri Flt F ar putea fi aplicate la F , obținut din F prin translații paralele la vectori b, b, - ceea ce contrazice însă presupunerea făcută În acest fel, k(F*)=~k(F) care completează demonstrarea lemei LITERATURĂ V G Boltyansky și I Ts Gokhberg Desfacerea formelor în părți mai mici M , „Știință”, V G Boltyansky I M Yagl o m Figuri și corpuri convexe EEM, carte V (geometrie) M , „Nauka”, , p - V G Boltyanskii și I M Yaglom, Probleme geometrice pentru maxim și minim, EEM, voi V, p - N B Vasiliev, S A Molchanov, A L Rozental’ și A P Savin Concursuri matematice (geometrie) M , „Nauka”, L Dantser, B Gryunbaum, V Kli teorema lui Helly M , Mir, L A Lyusternik, Figuri convexe și poliedre M , Gostekhizdat, K A Rogers Acoperiri și acoperiri M , Mir, L Feyesh Tot Aranjamentele pe plan, pe sferă și în spațiu M , Fizmatgiz, G Hadwiger, G Debrunner Geometria combinatorie a planului M , „Știință”, D O Shklyarskii, N N Chentsov și I M Yaglom: Inegalități geometrice și probleme maxime și minime M , „Știință”, D O IIIklyarsky, N N Chentsov și I M Yaglom Estimări geometrice și probleme din geometria combinatorie M , „Nauka”, D O Shklyarskii, N N Chentsov și I M Yaglom, Probleme și teoreme ale planimetriei selectate M , „Nauka”, I M Yaglom Despre geometria combinatorie M , „Cunoașterea”, I M Yaglom Geometrie elementară înainte și acum M , „Cunoașterea”, I M Yaglom și V G Boltyansky Figuri convexe M -L , Gostekhizdat, CUPRINS Cuvânt înainte Capitolul I - Probleme despre cercuri și bile § Problema Newton-Gregory § Problema celor paisprezece bile § Problema bilelor în spațiul n-dimensional § Alte generalizări și modificări ale principalelor sarcină nouă Capitolul II Probleme despre poligoane, poliedre și figuri arbitrare § Teorema lui Hadwiger § Demonstrarea teoremei lui Hadwiger § Probleme privind aplicarea pătratelor şi pătrate § Generalizări şi variante Apendice I Câteva teoreme din geometria elementară II Asupra simetriei Minkowski Literatură Yaglom Isaak Moiseevici problema cu bile treisprezece Manual pentru studenții școlilor de fizică și matematică Asociația de edituri „Vishcha Shkola” Editura șef Editor G F Trofimchuk Coperta artistului E V P o-p o v a Editor de artă I R Oykhman Editor tehnic A D Novik Corector N V Kosacheva Predat setului Semnat spre publicare la Dimensiunea hârtiei X '/z Cartea-jurnal de hârtie Fiz -pech l Convenţional cuptor l , Uch -ed l , Tiraj Ed nr BF Pret cop Zach Kv Editura șef al asociației de edituri „Vishcha Shkola” , Kiev Gogolevskaya, Tipărit din matricele Întreprinderii șef a Asociației Republicane de Producție „Polygraphkiiga” a Comitetului de Stat pentru Publicarea RSS Ucraineană, Kiev, st Dovjenko , în tipografia Kiev JVe st Voloshskaya, de ani Manuale școlare (((R SH EBA SPB feU/SH KO LA